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1 Gruppentheorie

1.1 Wiederholung

1 Definition: „Gruppe“
Eine Gruppe ist ein Paar (𝐺, ⋅) mit den Eigenschaften

1. ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐺: 𝑥 ⋅ (𝑦 ⋅ 𝑧) = (𝑥 ⋅ 𝑦) ⋅ 𝑧

2. ∃𝑒 ∈ 𝐺∀𝑥 ∈ 𝐺: 𝑥 ⋅ 𝑒 = 𝑒 ⋅ 𝑥 = 𝑥, 𝑒 heißt das neutrale Element der Gruppe

3. ∀𝑥 ∈ 𝐺∃𝑥−1 ∈ 𝐺: 𝑥 ⋅ 𝑥−1 = 𝑥−1 ⋅ 𝑥 = 𝑒

𝐺 heißt abelsch falls ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺: 𝑥 ⋅ 𝑦 = 𝑦 ⋅ 𝑥.

2 Definition: „Gruppenhomomorphismus“
Ein Gruppenhomomorphismus ist eine Abbildung zwischen zwei Gruppen 𝜑: 𝐺 → 𝐺າ für die

gilt:

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺: 𝜑(𝑥 ⋅ 𝑦) = 𝜑(𝑥) ⋅ 𝜑(𝑦)

Beispiele

• die zyklische Gruppe ℤ/𝑛ℤ der Restklassen modulo 𝑛

• die symmetrische Gruppe 𝑆𝑛 der Permutationen von 𝑛 Elementen

• die Automorphismengruppe 𝐺𝐿(𝑉) für einen Vektorraum 𝑉 und die Gruppe der zugehö-
rigen Matrizen 𝐺𝐿𝑛(𝑘)

• die Gruppe der Orthogonalen Matrizen 𝕆𝑛(𝑘)

3 Definition: „Untergruppe“
Ist 𝐺 eine Gruppe, dann heißt ein 𝐻 ⊆ 𝐺, 𝐻 ≠ ∅ Untergruppe von 𝐺 genau dann, wenn

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻: 𝑥𝑦−1 ∈ 𝐻

Man schreibt 𝐻 ≤ 𝐺.

4 Bemerkung: Unterraumkriterien
𝐻 ≤ 𝐺 ist äquivalent zu den drei Bedingungen:

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻: 𝑥𝑦 ∈ 𝐻
𝑒 ∈ 𝐻
∀𝑥 ∈ 𝐻: 𝑥−1 ∈ 𝐻

Prof. Farkas Bodo Graumann
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5 Definition: „Bild, Kern“
Ist 𝜑: 𝐺 → 𝐺າ ein Gruppenhomomorphismus, dann ist der Kern von 𝜑

ker 𝜑: = 𝜑−1(𝑒𝐺ູ)

und das Bild

im 𝜑: = 𝜑(𝐺)

6 Lemma: Eigenschaften von Kern und Bild

ker 𝜑 ≤ 𝐺
im 𝜑 ≤ 𝐺າ

𝜑 ist genau dann injektiv, wenn ker 𝜑 = {𝑒} ist.

1.2 Direkte Produkte und Summen

7 Definition: „direktes Produkt“
Sei 𝐼 eine beliebige Indexmenge und (𝐺𝑖)𝑖∈𝐼 eine Familie von Gruppen, dann ist das direkte

Produkt

𝐺 = ෈
𝑖∈𝐼

𝐺𝑖: = ඹ 𝑔 = (𝑔𝑖)𝑖∈𝐼 හ ∀𝑖∈𝐼 : 𝑔𝑖 ∈ 𝐺𝑖 ය

𝐺 ist wiederum eine Gruppe wobei die Gruppenoperation elementweise angewendet wird:

∀𝑔, ℎ ∈ 𝐺: 𝑔 ⋅ ℎ = ඳ𝑔𝑖ප𝑖∈𝐼 ⋅ ඳℎ𝑖ප𝑖∈𝐼 : = ඳ𝑔𝑖 ⋅ ℎ𝑖ප𝑖∈𝐼

Also sind auch das neutrale und die inversen Elemente elementweise zu erhalten.

8 Definition: „Projektion“
Eine Projektion von 𝐺 auf 𝐽 ⊆ 𝐼 ist die Einschränkung der 𝑔𝑖 ∈ 𝐺 auf die Indizes aus 𝐽 und

wird als 𝜋𝐽 bzw. für 𝐽 = {𝑗} als 𝜋𝑗 bezeichnet.

9 Satz: Universelle Eigenschaft des direkten Produktes
Ist 𝐻 eine Gruppe und ඹ𝜑𝑖: 𝐻 → 𝐺𝑖ය𝑖∈𝐼 eine Familie von Homomorphismen, so gibt es genau

einen Homomorphismus 𝜑: 𝐻 → 𝐺: = ∏𝑖∈𝐼 𝐺𝑖 mit 𝜋𝑖 ∘ 𝜑 = 𝜑𝑖. Dieser ist

𝜑(ℎ): = ඳ𝜑𝑖(ℎ)ප𝑖∈𝐼 ∈ 𝐺 = ෈
𝑖∈𝐼

𝐺𝑖

𝐻 𝜑𝑖 //

𝜑

��@
@@

@@
@@

@ 𝐺𝑖

𝐺

𝜋𝑖
??~~~~~~~
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10 Definition: „direkte Summe“
Die endliche Summe ist für eine Indexmenge 𝐼 und eine Familie von Gruppen ඹ𝐺𝑖ය𝑖∈𝐼

෭
𝑖∈𝐼

𝐺𝑖: =
๜ ඳ𝑔𝑖ප𝑖∈𝐼 ∈ ෈

𝑖∈𝐼
𝐺𝑖 ๧

|ඹ 𝑖 ∈ 𝐼 හ 𝑔𝑖 ≠ 𝑒𝑖 ය| < ∞
๝

Die direkte Summe ist eine Untergruppe des direkten Produkts.

11 Definition: „kanonische Injektionen“
Die Abbildungen

𝜗𝑗 : 𝐺𝑗 → ෭
𝑖∈𝐼

𝐺𝑖, (𝜗𝑗(𝑔𝑗))𝑖 =
๜

𝑔𝑗 𝑖 = 𝑗
𝑒𝑖 𝑖 ≠ 𝑗

nennen wir kanonische Injektionen.

12 Satz: Universelle Eigenschaften der direkten Summe
Sei ඳ𝐺𝑖ප𝑖∈𝐼 eine Familie von abelschen Gruppen und 𝐻 eine abelsche Gruppe sowie 𝜑𝑖: 𝐺𝑖 →

𝐻 eine Familie von Gruppenhomomorphismen. Dann gibt es genau einen Gruppenhomomor-
phismus 𝜑: 𝐺: = ⨁𝑖∈𝐼 𝐺𝑖 → 𝐻 mit ∀𝑖 ∈ 𝐼: 𝜑 ∘ 𝜗𝑖 = 𝜑𝑖

𝐺𝑖
𝜑𝑖 //

𝜗𝑖

��@
@@

@@
@@

𝐻

𝐺

𝜑
??��������

13 Lemma: endlicher Fall
Für |𝐼| < ∞ ist

෭
𝑖∈𝐼

𝐺𝑖 = ෈
𝑖∈𝐼

𝐺𝑖

14 Definition: „Normalteiler“
Sei 𝐻 ≤ 𝐺 eine Untergruppe, dann heißt sie Normalteiler wenn gilt:

∀𝑔 ∈ 𝐺: 𝑔−1𝐻𝑔 ⊆ 𝐻

Wir schreiben 𝐻 ⊴ 𝐺.

15 Definition: „Äquivalenzrelation“
Für einen Normalteiler 𝐻 ⊴ 𝐺 definieren wir die Äquivalenzrelation

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺: 𝑥 ≡ 𝑦 (mod 𝐻): ⇔ 𝑥−1𝑦 ∈ 𝐻

Prof. Farkas Bodo Graumann
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16 Definition: „Nebenklassen“
Zu einem Normalteiler 𝐻 ⊴ 𝐺 sind die Linksnebenklassen

𝑥𝐻 = { 𝑥ℎ | ℎ ∈ 𝐻 } ⊆ 𝐺

17 Definition: „Faktorgruppe“
Dann ergibt sich die Faktorgruppe als

𝐺/𝐻: = { 𝑥𝐻 | 𝑥 ∈ 𝐺 }
(𝑥𝐻) (𝑦𝐻) : = (𝑥𝑦)𝐻

18 Definition: „kanonische Projektion“
Die Abbildungen 𝜋𝐻 : 𝐺 → 𝐺/𝐻 mit 𝜋𝐻 (𝑥): = 𝑥𝐻 heißen die kanonischen Projektionen von

𝐺 auf die Faktorgruppe.

19 Lemma: universelle Eigenschaft der Faktorgruppe
Die Faktorgruppe 𝐺/𝐻 kann durch die folgende universelle Eigenschaft charakterisiert wer-

den:
Es sei 𝜑: 𝐺 → 𝐺າ ein Homomorphismus mit 𝐻 ≤ ker 𝜑. Dann existiert ein eindeutig bestimmter
Gruppenhomomorphismus 𝜑̃: 𝐺/𝐻 → 𝐺າ mit 𝜑̃ ∘ 𝜋𝐻 = 𝜑. Für 𝐻 = ker 𝜑 ist 𝜑̃ injektiv und
im 𝜑̃ = im 𝜑.

𝐺 𝜑 //

𝜋𝐻

!!D
DD

DD
DD

D 𝐺າ

𝐺/𝐻

𝜑̃
<<yyyyyyyy

Beweis (19) Nach der Anforderung an 𝜑̃ bleibt nur die eindeutige Definition

𝜑̃(𝑥𝐻) = 𝜑̃ ∘ 𝜑(𝑥): = 𝜑(𝑥)

Da 𝐻 ≤ ker 𝜑 gilt 𝑒າ = 𝜑(𝑥−1𝑦) = 𝜑(𝑥)−1𝜑(𝑦) also 𝜑(𝑥) = 𝜑(𝑦) für 𝑥𝐻 = 𝑦𝐻 .

20 Korollar: Erster Isomorphiesatz
Ist 𝜑: 𝐺 → 𝐺າ ein Homomorphismus, dann gibt es einen Isomorphismus 𝜑̃: 𝐺/ ker 𝜑 → im 𝜑

21 Lemma: Zweiter Isomorphiesatz
Sei 𝐺 eine Gruppe und 𝐾 ≤ 𝐻 ≤ 𝐺 und 𝐾 ⊴ 𝐺. Dann ist auch 𝐾 ⊴ 𝐻 und es gibt einen

Isomorphismus

𝐺/𝐾
𝐻/𝐾 → 𝐺/𝐻

Prof. Farkas Bodo Graumann
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Beweis (21) 𝐾 ⊴ 𝐻 folgt sofort aus der Definition des Normalteilers wegen 𝐾 ⊴ 𝐺 und 𝐻 ⊆ 𝐺.
Wir wählen

𝜑: 𝐺/𝐾 → 𝐺/𝐻, 𝜑(𝑔𝐾): = 𝑔𝐻

Dies ist wohldefiniert und 𝜑 ist surjektiv. Dann ist ker 𝜑 = { 𝑔𝐾 | 𝑔𝐻 = 𝐻 } = 𝐻/𝐾 ≤ 𝐺/𝐾 .
Nun folgt die Behauptung mit dem ersten Isomorphiesatz.

22 Lemma: Dritter Isomorphiesatz
Es seien 𝐻 ⊴ 𝐺 und 𝐾 ≤ 𝐺. Dann ist (𝐻 ∩ 𝐾) ⊴ 𝐾 und

𝐾/ (𝐻 ∩ 𝐾) ≃ (𝐻𝐾) /𝐻

Beweis (22) Da 𝐻 ⊴ 𝐺 gilt (ℎ1𝑘1)(ℎ2𝑘2) = ℎ1 𝑘1ℎ2𝑘−1
1ຟຣຬ

∈𝐻

𝑘1𝑘2 ∈ 𝐻𝐾 sowie (ℎ𝑘)−1 = 𝑘−1ℎ−1 =

𝑘−1ℎ−1𝑘ຟຣຬ
∈𝐻

𝑘−1. Also ist 𝐻𝐾 ≤ 𝐺. Dann sei 𝜑: 𝐾 → (𝐻𝐾) /𝐻 mit 𝜑(𝑘): = 𝑘𝐻 . 𝜑 ist surjektiv und

ker 𝜑 = { 𝑘 ∈ 𝐾 | 𝑘𝐻 = 𝐻 } = { 𝑘 ∈ 𝐾 | 𝑘 ∈ 𝐻 } = 𝐾 ∩ 𝐻 .

Beispiel

𝐺 = ℤ, 𝐻 = 12ℤ, 𝐾 = 9ℤ
𝐻 ∩ 𝐾 = 36ℤ, 𝐻𝐾 = 𝐻 + 𝐾 = 3ℤ
36ℤ ≤ 9ℤ
⇒ 9ℤ/36ℤ ≃ 3ℤ/12ℤ

1.3 Aktionen von Gruppen

23 Definition: „Aktion (Operation)“
Eine Aktion (Operation) einer Gruppe 𝐺 auf einer Menge 𝑋 ist eine Abbildung

𝜚: 𝐺 × 𝑋 → 𝑋, 𝜚(𝑔, 𝑥) = 𝑔 • 𝑥 ∈ 𝑋

mit

1. ∀𝑔, ℎ ∈ 𝐺, 𝑥 ∈ 𝑋: 𝜚(𝑔, 𝜚(ℎ, 𝑥)) = 𝜚(𝑔ℎ, 𝑥)

2. ∀𝑥 ∈ 𝑋: 𝜚(𝑒, 𝑥) = 𝑥
Man sagt 𝐺 operiert auf 𝑋.

Eine Aktion 𝜚: 𝐺 × 𝑋 → 𝑋 definiert einen Homomorphismus ̄𝜚: 𝐺 → 𝑆(𝑋) durch ̄𝜚(𝑔)(𝑥) =
𝜚(𝑔, 𝑥). Aus der Definition folgt dann ̄𝜚(𝑔ℎ) = ̄𝜚(𝑔) ̄𝜚(ℎ) und ̄𝜚(𝑒) = 𝐼𝑑𝑋 . Also ist ̄𝜚(𝑔−1) = ̄𝜚(𝑔)−1

— ̄𝜚(𝑔) ist bijektiv.
Diese Zuordnung von Aktionen und Homomorphismen 𝐺 → 𝑆(𝑋) gilt in beide Richtungen.

Prof. Farkas Bodo Graumann
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Beispiele

1. Sei 𝐺 eine Gruppe, dann definieren wir die adjungierte symmetrische Darstellung von 𝐺
𝑎𝑑: 𝐺 → Aut(𝐺), 𝑎𝑑(𝑔)(𝑥): = 𝑔𝑥𝑔−1, 𝑔 • 𝑥: = 𝑔𝑥𝑔−1

Dann gilt

𝑔 • (ℎ • 𝑥) = 𝑔 • (ℎ𝑥ℎ−1) = 𝑔(ℎ𝑥ℎ−1)𝑔−1 = 𝑔ℎ𝑥ℎ−1𝑔−1 = 𝑔ℎ𝑥(𝑔ℎ)−1 = (𝑔ℎ) • 𝑥
𝑒 • 𝑥 = 𝑒𝑥𝑒−1 = 𝑥

Es handelt sich also um eine Aktion.

2. Linksmultiplikation

𝑙: 𝐺 → 𝑆(𝐺), 𝑙(𝑔)(𝑥) = 𝑔𝑥
Dabei ist allerdings 𝑙(𝐺) ⊈ Aut(𝐺). Aber 𝑙 ist eine Aktion.

3. Rechtsmultiplikation

𝑟: 𝐺 → 𝑆(𝐺), 𝑟(𝑔, 𝑥): = 𝑥𝑔−1

Damit ergibt sich 𝑎𝑑 = 𝑙 ∘ 𝑟 = 𝑟 ∘ 𝑙.

4.

𝐻 = { 𝑧 ∈ ℂ | Im 𝑧 > 0 }
𝑆𝐿2(ℝ) × 𝐻 → 𝐻, 𝛾 • 𝑧 = (𝑎𝑧 + 𝑏)(𝑐𝑧 + 𝑑)−1

24 Definition: „Stabilisator“
Ist 𝜚 eine Aktion einer Gruppe 𝐺 auf 𝑋 so ist der Stabilisator eines Elements 𝑥 ∈ 𝑋:

Stab𝐺(𝑥): = { 𝑔 ∈ 𝐺 | 𝑔 • 𝑥 = 𝑥 }

25 Korollar: Eigenschaft des Stabilisators
Der Stabilisator eines beliebigen Elements 𝑥 ist eine Untergruppe von 𝐺.

26 Definition: „Orbit“
Für 𝑥 ∈ 𝑋 heißt 𝐺 • 𝑥: = { 𝑔 • 𝑥 | 𝑔 ∈ 𝐺 } der Orbit (Bahn/Trajektorie) von 𝑥.

27 Definition: „Kern einer Aktion“
Der Kern einer Aktion ist

ker 𝜚: = ker ̄𝜚 = { 𝑔 ∈ 𝐺 | ∀𝑥 ∈ 𝑋: 𝑔 • 𝑥 = 𝑥 } = ැ
𝑥∈𝑋

Stab𝐺(𝑥)

Damit ergibt sich eine Äquivalenzrelation auf 𝑋 als

𝑥1 ∼ 𝑥2: ⇔ ∃𝑔 ∈ 𝐺: 𝑥2 = 𝑔 • 𝑥1

nach der Definition einer Aktion. Die Äquivalenzklassen sind gerade die Orbits.

Prof. Farkas Bodo Graumann
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28 Lemma: Klassengleichung

∀𝑥 ∈ 𝑋: |𝐺 • 𝑥| = (𝐺: Stab𝐺(𝑥))

Beweis (28) Wir definieren eine Abbildung

𝜓: 𝐺 • 𝑥 → 𝐺/ Stab𝐺 𝑥: 𝜓(𝑔 • 𝑥) = 𝑔 Stab𝐺 𝑥

Dann können wir folgern für 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺:

𝑔1 • 𝑥 = 𝑔2 • 𝑥
⇔ (𝑔−1

2 𝑔1) • 𝑥 = 𝑥
⇔ 𝑔−1

2 𝑔1 ∈ Stab𝐺 𝑥
⇔ 𝑔1 Stab𝐺 𝑥 = 𝑔2 Stab𝐺 𝑥

Also ist 𝜓 wohldefiniert und sogar bijektiv. □

Beispiele

1. Betrachten wir die Rechtsmultiplikation 𝑟: 𝐺 × 𝐺 → 𝐺, 𝑟(𝑔, 𝑥) = 𝑔 • 𝑥: = 𝑥𝑔−1 und ihre
Beschränkung auf eine Untergruppe 𝐻 ≤ 𝐺: 𝑟𝐻 : = 𝑟|𝐻×𝐺. Dann ergeben sich als Orbit von
𝑥 = ඹ 𝑟𝐻 (ℎ, 𝑥) = 𝑥ℎ−1 හ ℎ ∈ 𝐻 ය die Linksnebenklassen 𝑥𝐻 . Mit der Klassengleichung
erhalten wir dann |𝐺| = |𝐺: 𝐻||𝑥𝐻| = |𝐺: 𝐻||𝐻| den Satz von Lagrange.

2. 𝜚: 𝐺 × 𝐺 → 𝐺 mit 𝜚(𝑔, 𝑥): = 𝑔𝑥𝑔−1 ist die Konjugationsoperation. Der Stabilisator ist
hier der Zentralisator und wird als 𝐶𝐺(𝑥) bezeichnet. Dann ist ker 𝜚 = ⋂𝑥∈𝐺 𝐶𝐺(𝑥) das
Zentrum von 𝐺 und es gilt auch

𝑥 ∈ 𝑍(𝐺) ⇔ 𝐺 • 𝑥 = {𝑥}

Die Klassengleichung ergibt sich als

|𝐺| =
𝐺•𝑥

|𝐺 • 𝑥| = |𝑍(𝐺)| + ්
𝐶𝐺(𝑥)≠𝐺

(𝐺: 𝐶𝐺(𝑥))

3. Sei 𝐻 ≤ 𝐺 und 𝛼: 𝐺 × (𝐺/𝐻)links → (𝐺/𝐻)links mit 𝛼(𝑔, 𝑥𝐻) = 𝑔𝑥𝐻 eine Aktion auf den
Linksnebenklassen bzgl. 𝐻 . Es ergibt sich

𝐻𝐺: = ker 𝛼 = { 𝑔 ∈ 𝐺 | ∀𝑥 ∈ 𝐺: 𝑔𝑥𝐻 = 𝑥𝐻 }
= ඹ 𝑔 ∈ 𝐺 හ ∀𝑥 ∈ 𝐺: 𝑥−1𝑔𝑥 ∈ 𝐻 ය = ඹ 𝑔 ∈ 𝐺 හ ∀𝑥 ∈ 𝐺: 𝑔 ∈ 𝑥𝐻𝑥−1 ය
= ැ

𝑥∈𝐺
𝑥𝐻𝑥−1 ⊴ 𝐺

𝐻𝐺 ≤ 𝐻
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29 Lemma:

𝐻𝐺 ist der größte Normalteiler von 𝐺 in 𝐻 ist.

30 Satz: Satz von Cauchy
Sei 𝐺 eine endliche Gruppe und 𝑝 ein Primteiler der Ordnung |𝐺|. Dann besitzt 𝐺 ein Element

𝑥 ∈ 𝐺 mit |𝑥|𝐺 = 𝑝.

Beweis (30) Wir wählen 𝑝 fest und führen eine Induktion nach der Ordnung von 𝐺 durch.

|𝐺| = 𝑝 ⇒ 𝐺 ≃ ℤ𝑝 = ⟨1̄⟩, |1̄|𝐺 = 𝑝

Setzt man voraus, dass 𝐺 abelsch ist

1. Wenn 𝐺 keine nicht-triviale Untergruppe besitzt ⇒ 𝐺 ist zyklisch 1 ≠ 𝑥 ∈ 𝐺: ⟨𝑥⟩ ≤ 𝐺 ⇒
𝐺 = ⟨𝑥⟩: |𝐺| = 𝑛 und |𝐺| = 𝑝, 𝐺 ≃ ℤ𝑝

𝐺 ≃ ℤ, 𝑛 = 𝑝𝑞 ⟨0̄, ̄𝑝, ̄2𝑝, ⋯ , (𝑞 + ̄𝑝⟩ ≤ 𝐺

2. wenn 𝐺 nicht-triviale Untergruppe besitzt ⇒ ∃𝑠: 𝐻 ≤ 𝐺
{1} ≠ 𝐻, 𝐻 ≠ 𝐺
𝑝 හ |𝐺| = |𝐻||𝐺: 𝐻| ⇒ 𝑝 හ |𝐻| Wenn 𝑝 හ |𝐻| und |𝐻| < |𝐺| ⇒ ∃𝑥 ∈ 𝐻: 𝑝 හ
|𝐺: 𝐻| |𝑥|𝐺 = 𝑝✓ ¬𝑝 හ |𝐻|. Setzen 𝑚 = |𝐻| ggT(𝑝, 𝑚) = 1 𝑝 හ |𝐺/𝐻| ⇒ ∃𝑠: 𝑥𝐻 ∈
𝐺/𝐻, |𝑥𝐻|𝐺/𝐻 = 𝑝 (𝑥𝐻)𝑝 = 𝐻 ⇔ 𝑥𝑝𝐻 = 𝐻 ⇔ 𝑥𝑝 ∈ 𝐻 Setzt man 𝑦 = 𝑥𝑚𝑛 ∈ 𝐺
𝑦𝑝 = 𝑥𝑚𝑛𝑝 = ((𝑥𝑝)𝑛)𝑚 = 1 ⇒ |𝑦|𝐺 හ 𝑝 Zu zeigen: 𝑦 = 1 𝑦 = 1 ⇔ 𝑥𝑚𝑛 = 1 ⇒ |𝑥𝐻|𝐺/𝐻ຟຠຣຠຬ

𝑝

හ

𝑚𝑛 ⇒ 𝑝 හ 𝑚𝑛 ⇒ 𝑝 හ 1 ↯

Ist 𝐺 nicht unbedingt abelsch, betrachtet man die Klassengleichung für die Konjugation 𝜚 auf 𝐺.
Dabei ist dann

Stab𝐺(𝑥) = { 𝑔 ∈ 𝐺 | 𝑔𝑥 = 𝑥𝑔 } = 𝐶𝐺(𝑥)
𝐺𝑥 = ඹ 𝑔𝑥𝑔−1 හ 𝑔 ∈ 𝐺 ය
𝐺𝑥 = {𝑥} ⇔ 𝐶𝐺(𝑥) = 𝐺 ⇔ 𝑥 ∈ 𝑍(𝐺)
⟹ |𝐺| = |𝑍(𝐺)| + ්

𝐺𝑥≠{𝑥}
(𝐺: 𝐶𝐺(𝑥))

• Falls 𝑝 හ |𝑍(𝐺)| ⇒ ∃𝑥 ∈ 𝑍(𝐺) ⊂ 𝐺: |𝑥|𝐺 = 𝑝

• Sonst ∃𝑥 ∈ 𝐺: 𝐺𝑥 ≠ {𝑥}, sodass 𝑝 ∤ |𝐺: 𝐶𝐺(𝑥)| ∧ 𝑝 හ |𝐺| ⇒ 𝑝 හ |𝐶𝐺(𝑥)| ∧ 𝐶𝐺(𝑥) <

𝐺
Induktion

======⇒ |𝐺| = |𝐺: 𝐶𝐺(𝑥)||𝐶𝐺(𝑥)| ⇒ ∃𝑦 ∈ 𝐶𝐺(𝑥): |𝑦|𝐶𝐺
= 𝑝 □

31 Definition: „p-Gruppe“
Ist 𝐺 eine Gruppe und |𝐺| = 𝑝𝑚, 𝑝 ∈ ℙ, 𝑚 ≥ 1, so heißt 𝐺 p-Gruppe.
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32 Definition: „p-Sylow-Untergruppe“
Eine Untergruppe von 𝐺 heißt p-Sylow-Untergruppe, wenn ihre Ordnung 𝑝𝑚 und die Potenz

von 𝑝 in |𝐺| genau 𝑚 ist.

33 Definition: „Fixpunkte“
Fix𝐺(𝑋) bezeichne die Fixpunkte in 𝑋 unter einer Operation von 𝐺.

34 Lemma: Anzahl an Fixpunkten
Sei 𝐺 eine p-Gruppe, 𝑋 endlich und 𝜚 eine Operation von 𝐺 auf 𝑋, dann gilt

|Fix𝐺(𝑋)| ≡ |𝑋| mod 𝑝

Beweis (34) Die Klassengleichung für 𝜚 lautet

|𝑋| = |Fix𝐺(𝑋)| + ්
𝐺𝑥≠{𝑥}

(𝐺: Stab𝐺(𝑥))

𝐺𝑥 ≠ {𝑥} ⇔ Stab𝐺(𝑥) ≠ 𝐺
Stab𝐺(𝑥) ≠ 𝐺 ⇒ 𝑝 හ (𝐺: Stab𝐺(𝑥))
⇒ |𝑋| ≡ |Fix𝐺(𝑋)| mod 𝑝

□

35 Definition: „Normalisator“
Der Normalisator von 𝐻 ≤ 𝐺 in 𝐺 ist die größte Untergruppe 𝑁𝐺(𝐻) ≤ 𝐺, sodass 𝐻 ⊴

𝑁𝐺(𝐻). Das heißt

𝐻 ⊴ 𝑁𝐺(𝐻) ≤ 𝐺
𝐻 ⊴ 𝑘 ≤ 𝐺 ⇒ 𝑘 ≤ 𝑁𝐺(𝐻)

Oder anders:

𝑁𝐺(𝐻): = { 𝑔 ∈ 𝐺 | 𝑔𝐻 = 𝐻𝑔 }

bzw.

𝛼: 𝐺 × ໏(𝐺) → ໏(𝐺), 𝛼(𝑔, 𝑈) = 𝑔𝑈𝑔−1 ⇒ 𝑁𝐺(𝐻) = Stab𝛼
𝐺(𝐻)

36 Lemma: Primteiler vom Index des Normalisators
Sei 𝐺 eine endliche Gruppe und 𝐻 eine p-Untergruppe von 𝐺 mit 𝑝 හ (𝐺: 𝐻), dann gilt 𝑝 හ

(𝑁𝐺(𝐻): 𝐻).
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Beweis (36) Sei 𝜚 die Aktion 𝐺 auf den Linksnebenklassen von 𝐻 mittels Linksmultiplikation,
dann gilt nach dem Lemma 34:

(𝐺: 𝐻) = |(𝐺/𝐻)links| ≡ |Fix𝐻 ඳ(𝐺/𝐻)linksප| mod 𝑝

wobei Fix𝐻 ඳ(𝐺/𝐻)linksප = 𝑁𝐺(𝐻)/𝐻 , also

(𝐺: 𝐻) ≡ (𝑁𝐺(𝐻): 𝐻) mod 𝑝 □

37 Satz: Erster Satz von Sylow
Sei 𝐺 eine endliche Gruppe und 𝑝 හ |𝐺|. Dann hat 𝐺 eine p-Sylow-Untergruppe.

Beweis (37) Wir wissen, nach dem Satz von Cauchy, dass es eine Untergruppe der Ordnung
𝑝 gibt. Sei 𝐻 eine p-Untergruppe der Ordnung 𝑝𝑚. Dann ist sie entweder bereits p-Sylow oder
𝑝 හ (𝐺: 𝐻). Das bedeutet nach dem obigen Lemma 𝑝 හ (𝑁𝐺(𝐻): 𝐻). Dann gibt es wiederum nach
dem Satz von Cauchy ein Element 𝑥 ∈ 𝑁𝐺(𝐻)/𝐻 mit |𝑥|𝑁𝐺(𝐻)/𝐻 = 𝑝 und

⟨𝑥⟩ = 𝐾/𝐻, 𝐻 ≤ 𝐾 ≤ 𝑁𝐺(𝐻) ≤ 𝐺
⇒ |𝐾| = |𝐻|(𝐾: 𝐻) = 𝑝𝑚+1

Da 𝐺 endlich ist, gibt es also eine p-Sylow-Untergruppe.

38 Satz: Zweiter Satz von Sylow
Es sei 𝑝 ein Primteiler von |𝐺|, 𝐾 eine p-Untergruppe und 𝐻 eine p-Sylow-Untergruppe von

𝐺. Dann gibt es ein 𝑔 ∈ 𝐺 mit 𝐾 ≤ 𝑔𝐻𝑔−1. Insbesondere sind alle p-Sylow-Untergruppen
zueinander konjugiert sind.

Beweis (38) Sei 𝛼 die Aktion von 𝐾 auf den Linksnebenklassen von 𝐻 in 𝐺 mittels Linksmul-
tiplikation. Dann ist

(𝐺: 𝐻) ≡ |Fix𝐾 ඳ(𝐺/𝐻)linksප| mod 𝑝

Da 𝑝 kein Teiler von (𝐺: 𝐻) ist, gibt es also mindestens einen Fixpunkt, sodass 𝑘𝑔𝐻 = 𝑔𝐻 also
𝐾 ≤ 𝑔𝐻𝑔−1.

39 Definition: „Anzahl der p-Sylow-Untergruppen“
Die Anzahl der p-Sylow-Untergruppen für ein bestimmtes 𝑝 ∈ ℙ ist

𝑛𝑝: = # { 𝐻 ≤ 𝐺 | 𝐻 ist eine p-Sylow-Untergruppe von 𝐺 } =: #໒𝑝

40 Satz: Dritter Satz von Sylow
Für die Anzahl der p-Sylow-Untergruppen einer endlichen Gruppe 𝐺 gilt:

1. 𝑛𝑝 = ඳ𝐺: 𝑁𝐺(𝐻)ප
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2. 𝑛𝑝 හ (𝐺: 𝐻)

3. 𝑛𝑝 ≡ 1 mod 𝑝

wenn 𝐻 eine p-Sylow-Untergruppe von 𝐺 ist.

Beweis (40)

1. Nach dem zweiten Satz von Sylow gilt

໒𝑝 = ඹ 𝑔𝐻𝑔−1 හ 𝑔 ∈ 𝐺 ය = 𝐺 • 𝐻
⇒ |໒𝑝| = (𝐺: Stab𝐺(𝐻)) = (𝐺: 𝑁𝐺(𝐻))
⇒ 𝑛𝑝 = (𝐺: 𝑁𝐺(𝐻))

2. Weiter ist 𝐻 ≤ 𝑁𝐺(𝐻) ≤ 𝐺, also gilt nach dem Satz von Lagrange

(𝐺: 𝐻) = (𝐺: 𝑁𝐺(𝐻))(𝑁𝐺(𝐻): 𝐻)

Woraus man die zweite Behauptung sofort ablesen kann.

3. Auf der Menge ໒𝑝 operiert 𝐻 durch Konjugation.

𝛼: 𝐻 × ໒𝑝 → ໒𝑝, 𝛼(ℎ, 𝑃) = ℎ𝑃ℎ−1

Nach dem Lemma 34 gilt dann

𝑛𝑝 = |໒𝑝| ≡ |Fix𝐻 (໒𝑝)| mod 𝑝

Dabei ist nun

Fix𝐻 (໒𝑝) = ඹ 𝑃 ∈ ໒𝑝 හ ∀ℎ ∈ 𝐻: ℎ𝑃ℎ−1 = 𝑃 ය
= ඹ 𝑃 ∈ ໒𝑝 හ ∀ℎ ∈ 𝐻: ℎ ∈ 𝑁𝐺(𝑃) ය
= ඹ 𝑃 ∈ ໒𝑝 හ 𝐻 ≤ 𝑁𝐺(𝑃) ය = {𝐻}

(Dabei sei auf Übung 4.4.1 verwiesen.)
Also gilt auch diese Behauptung.

41 Definition: „einfache Gruppen“
Eine Gruppe mit genau zwei Normalteilern heißt einfach.

1.4 Gruppen von Ordnung 𝑝𝑞
42 Satz: Satz 1

Es gibt keine einfache Gruppe der Ordnung 𝑝𝑞, 𝑝 ≠ 𝑞.
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Beweis (42) Sei 𝑃 eine p-Sylow-Untergruppe von 𝐺, dann ist |𝑃 | = 𝑝, also 𝑃 = ⟨𝑥⟩ zyklisch.
Analog für 𝑄(𝑞). Außerdem gilt

𝑛𝑝 හ (𝐺: 𝑃) ⇒ 𝑛𝑝 හ 𝑞 ⇒ 𝑛𝑝 ∈ {1, 𝑞}

bzw. 𝑛𝑞 ∈ {1, 𝑝}. Nach dem dritten Satz von Sylow kann nicht 𝑛𝑝 = 𝑞 und gleichzeitig 𝑛𝑞 = 𝑝
sein, da 𝑞 ≡ 1 mod 𝑝 ∧ 𝑝 ≡ 1 mod 𝑞 ein Widerspruch ist. Also ist oBdA 𝑛𝑝 = 1 ⇔ 𝑁𝐺(𝑃) =
𝐺 ⇔ 𝑃 ◁ 𝐺: 𝐺 ist nicht einfach.

43 Satz: Satz 2
Seien 𝑝, 𝑞 ∈ ℙ und 𝑝 ≢ 1 mod 𝑞 sowie 𝑞 ≢ 1 mod 𝑝. Dann ist 𝐺 zyklisch, sodass 𝐺 ≃

ℤ/(𝑝𝑞ℤ).

Beweis (43) Wir wissen sofort dass 𝑛𝑝 = 𝑛𝑞 = 1, also 𝑃 ◁ 𝐺 und 𝑄 ◁ 𝐺. Wenn 𝑃 = ⟨𝑥⟩ und
𝑄 = ⟨𝑦⟩ ist, dann folgt 𝑥𝑦𝑥−1𝑦−1 ∈ 𝑃 ∩ 𝑄 = {1}. Also ist 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥. Wir wissen weiterhin, dass
|𝑥𝑦|𝐺 = 𝑝𝑞. Sei 𝑛: = |𝑥𝑦|𝐺. Dann folgt

(𝑥𝑦)𝑛 = 1 ⇒ 𝑥𝑛𝑦𝑛 = 1
⇒ 𝑥𝑛 = 𝑦−𝑛 ∈ 𝑃 ∩ 𝑄 = {1}
⇒ 𝑥𝑛 = 𝑦𝑛 = 1 ⇒ |𝑥|𝐺 = 𝑝 හ 𝑛 ∧ |𝑦|𝐺 = 𝑞 හ 𝑛
⇒ 𝑛 = 𝑝𝑞 ∧ |𝑥𝑦|𝐺 = |𝐺|

𝐺 ist also zyklisch.

1.5 Die Permutationsgruppe

44 Definition: „Permutation“
Wir definieren mit [𝑛] : = {1, 2, ⋯ , 𝑛} eine Aktion

𝑆𝑛 × [𝑛] → [𝑛]
(𝜎, 𝑥) ↦ 𝜎 • 𝑥: = 𝜎(𝑥)

Dann ist der Stabilisator

Stab𝑆𝑛
(𝑥) = ඹ 𝜎 ∈ 𝑆𝑛 හ 𝜎(𝑥) = 𝑥 ය ≃ 𝑆𝑛−1 ≤ 𝑆𝑛

45 Definition: „Zykel“
Ein Zykel 𝜈 ∈ 𝑆𝑛 ist durch eine Teilmenge 𝑇 = ඹ𝑡1, ⋯ , 𝑡𝑙ය ⊆ [𝑛] gegeben, sodass 𝜇(𝑡1) =

𝑡2, 𝜇(𝑡2) = 𝑡3, ⋯ , 𝜇(𝑡𝑙−1) = 𝑡𝑙, 𝜇(𝑡𝑙) = 𝑡1 und 𝜇(𝑡) = 𝑡 für 𝑡 ∉ 𝑇 . Dabei heißt 𝑙 die Länge des
Zykels und 𝑇 die Bahn des Zykels.

46 Bemerkung: Eigenschaften von Zykeln
• |𝜇|𝑆𝑛

= 𝑙

• Zwei Zykel mit disjunkten Bahnen kommutieren
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• Jede Permutation kann als Produkts von Zykeln dargestellt werden. (Diese können bei-
spielsweise durch disjunkte Zerlegung der Orbits gefunden werden.)

• Jeder Zykel (und damit jede Permutation) kann als Produkt von Transpositionen geschrie-
ben werden.

47 Lemma: Konjugation
Ist 𝜎 = ඳ𝑚 𝜎(𝑚) ⋯ 𝜎𝑙−1(𝑚)ප ein Zykel der Länge 𝑙 und 𝜏 ∈ 𝑆𝑛 beliebig. Dann ist 𝜏𝜎𝜏−1

ein Zykel und es gilt

𝜏𝜎𝜏−1 = ඳ𝜏(𝑚) 𝜏𝜎(𝑚) ⋯ 𝜏𝜎𝑙−1(𝑚)ප

48 Satz: Konjugationsklassen
Konjugationsklassen in 𝑆𝑛 entsprechen Partitionen von 𝑛.

Beweis (48) Dies gilt, da die Partitionen den eindeutigen Zerlegungen in disjunkte Orbite zu-
geordnet werden können und alle Permutationen mit gleichgroßen disjunkten Orbiten konjugiert
sind, denn Konjugation bedeutet die entsprechende Umbenennung nach dem vorherigen Lemma.

49 Definition: „Signum“
Das Signum/Vorzeichen einer Permutation ist

sgn 𝜎: = −1|{ (𝑖<𝑗) | 𝜎(𝑖)>𝜎(𝑗) }|

Dabei gilt

sgn 𝜎 = ෈
𝑖<𝑗

𝜎(𝑗) − 𝜎(𝑖)
𝑗 − 𝑖

und sgn ist ein Gruppenhomomorphismus von 𝑆𝑛 in {+1, −1} ≃ ℤ2.

50 Definition: „Die alternierende Gruppe“
Die alterniere Gruppe 𝐴𝑛 ist definiert als:

𝐴𝑛: = ker(sgn) = ඹ 𝜎 ∈ 𝑆𝑛 හ sgn(𝜎) = +1 ය ⊴ 𝑆𝑛

51 Lemma: Konjugationsklassen der alternierenden Gruppe
Sei 𝜎 ∈ 𝐴𝑛. Gibt es eine Transposition 𝜏 ∈ 𝑆𝑛, die mit 𝜎 kommutiert, dann sind die Konjuga-

tionsklassen von 𝜎 in 𝐴𝑛 und 𝑆𝑛 gleich. (𝐴𝑛𝜎 = 𝑆𝑛𝜎 für die Konjugationsaktion)

52 Satz: Einfache alternierende Gruppen
Alle alternierenden Gruppen 𝐴𝑛 mit 𝑛 ≥ 5 sind einfach.
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Beweis (52) Wir führen den Beweis per Induktion. Für 𝐴5 ist die Einfachheit bekannt. Ange-
nommen 𝐴𝑛 ist einfach für 𝑛 ≥ 5. Wir betrachten die Stabilisatoruntergruppen von 𝐴𝑛+1:

𝐻𝑖: = Stab𝐴𝑛+1
(𝑖) = ඹ 𝜎 ∈ 𝐴𝑛+1 හ 𝜎(𝑖) = 𝑖 ය

Dann ist per Projektion auf {1, ⋯ , 𝑛} die Untergruppe 𝐻𝑛+1 ≃ 𝐴𝑛. Analog kann man für ein
beliebiges 𝑖 eine Bijektion finden, die 𝐻𝑖 ≃ 𝐴𝑛 ergibt. Alternativ kann man auch zeigen, dass alle
𝐻𝑖 und 𝐻𝑗 in 𝐴𝑛+1 konjugiert sind. Gibt es nun einen Normalteiler 𝐾 ⊴ 𝐴𝑛+1, so ist 𝐾∩𝐻𝑖 ⊴ 𝐻𝑖.
Jedoch ist 𝐻𝑖 einfach und somit gilt entweder 𝐾 ∩ 𝐻𝑖 = {𝐼𝑑} oder 𝐾 ∩ 𝐻𝑖 = 𝐻𝑖 ⇔ 𝐻𝑖 ⊆ 𝐾 .

• Angenommen es gibt ein 𝐻𝑗 ⊆ 𝐾 , dann gilt auch für alle anderen 𝐻𝑖 = 𝜏𝐻𝑗𝜏−1 ⊂
𝜏𝐾𝜏−1 = 𝐾 . Dies bedeutet jedoch 𝐾 = 𝐴𝑛+1.

• Gilt dagegen für alle 𝑖, dass 𝐻𝑖 ∩𝐾 = {𝐼𝑑}, so erfüllt jedes 𝜎 ∈ 𝐾 die Bedingung 𝜎(𝑖) ≠ 𝑖.
Wählen wir nun ein festes Element 𝑎 ∈ {1, ⋯ , 𝑛 + 1}. Dazu können wir wegen 𝑛 ≥ 5
weitere Elemente finden, sodass wir die Menge {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓} mit 𝑏 = 𝜎(𝑎), 𝑑 = 𝜎(𝑐)
erhalten. Nun betrachten wir 𝜏: = (𝑎𝑏) (𝑐𝑑𝑒𝑓) ∈ 𝐴𝑛+1. Dabei erhalten wir

(𝜏𝜎𝜏−1)(𝑏) = 𝜏𝜎(𝜏−1(𝑏)) = 𝜏𝜎(𝑎) = 𝜏(𝑏) = 𝑎
(𝜏𝜎𝜏−1)(𝑑) = 𝜏𝜎(𝜏−1(𝑑)) = 𝜏𝜎(𝑐) = 𝜏(𝑑) = 𝑒
𝜏𝜎𝜏−1𝜎(𝑎) = 𝜏𝜎𝜏−1(𝑏) = 𝑎𝜏𝜎𝜏−1𝜎(𝑒) ≠ 𝜏𝜎𝜏−1(𝑑) = 𝑒

Dies ist ein Widerspruch.

53 Bemerkung:
Die alternierende Gruppe 𝐴5 ist bis auf Isomorphie die einzige nicht abelsche einfache Gruppe

von Ordnung kleiner gleich 100.

2 Ringtheorie

2.1 Wiederholung

54 Definition: „Ring“
Eine Menge 𝑅 mit zwei Operationen +: 𝑅 × 𝑅 → 𝑅 und ⋅: 𝑅 × 𝑅 → 𝑅 heißt Ring, wenn die

folgenden Eigenschaften gelten:

1. (𝑅, +) ist eine abelsche Gruppe

2. ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅: 𝑥 ⋅ (𝑦 ⋅ 𝑧) = (𝑥 ⋅ 𝑦) ⋅ 𝑧 (Assoziativität)

3. ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅: (𝑥 + 𝑦) ⋅ 𝑧 = 𝑥 ⋅ 𝑧 + 𝑦 ⋅ 𝑧 ∧ 𝑥 ⋅ (𝑦 + 𝑧) = 𝑥 ⋅ 𝑦 + 𝑥 ⋅ 𝑧 (Distributivität)

Gilt zusätzlich 𝑥 ⋅ 𝑦 = 𝑦 ⋅ 𝑥, so ist 𝑅 ein kommutativer Ring. Falls ∃𝟏 ∈ 𝑅: 𝑥 ⋅ 𝟏 = 𝟏 ⋅ 𝑥 = 𝑥,
so heißt 𝑅 unitärer Ring.
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Beispiele

1. Die quadratischen Matrizen 𝐾𝑛×𝑛 mit elementweiser Addition und Matrixmultiplikation
bilden einen nicht-kommutativen Ring.

2. Die Endomorphismen einer abelschen Gruppe bilden ebenfalls einen nicht-kommutativen
Ring mittels Gruppenoperation und Verkettung.

55 Definition: „Unterring“
Eine Menge 𝑅າ ⊆ 𝑅 heißt Unterring, falls (𝑅າ, +) ≤ (𝑅, +) und ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅າ: 𝑥 ⋅ 𝑦 ∈ 𝑅າ.

56 Definition: „Ideal“
Eine Menge 𝐼 ⊆ 𝑅 heißt Linksideal, falls

1. (𝐼, +) ≤ (𝑅, +)

2. 𝑅 ⋅ 𝐼 ⊆ 𝐼 , d.h. ∀𝑥 ∈ 𝑅, 𝑎 ∈ 𝐼: 𝑥 ⋅ 𝑎 ∈ 𝐼

Für ein Rechtsideal muss dagegen 𝐼 ⋅ 𝑅 ⊆ 𝐼 sein.
Ist 𝐼 sowohl Links- als auch Rechtsideal, so heißt es zweiseitiges Ideal.

57 Bemerkung: kommutative Ringe
In kommutativen Ringen sind alle diese Formen von Idealen gleichbedeutend.

Beispiele

1. ℤ ist ein Unterring von ℚ, jedoch kein Ideal.

2. In 𝑍𝑛 sind alle Untergruppen auch Unterringe und Ideale.

58 Definition: „Hauptideal“
Für ein beliebiges Element 𝑎 ∈ 𝑅 heißt 𝑅𝑎: = { 𝑟𝑎 | 𝑟 ∈ 𝑅 } das von 𝑎 erzeugte Linkshaupti-

deal. (Rechtshauptideal analog)
Das zweiseitige Hauptideal ist 𝑅𝑎𝑅: = { 𝑠𝑎𝑟 | 𝑠, 𝑟 ∈ 𝑅 }.
Alle Hauptideale sind Ideale.

59 Definition: „Ideal von Untermengen“
Das von einer Menge 𝐴 ⊂ 𝑅 erzeugte (Links-, Rechts- oder zweiseitge) Ideal ist das kleinste

Ideal 𝐼 ⊆ 𝑅 mit 𝐴 ⊆ 𝐼 :

𝐼 = ැ { Ideal 𝐽 | 𝐴 ⊆ 𝐽 ⊆ 𝑅 }
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60 Lemma: Berechnung von Idealen
Das von 𝐴 ⊆ 𝑅 erzeugte Linksideal kann als

𝐼 =
๜

𝑛

𝑖්=1
𝑎𝑖𝑥𝑖 ๧

𝑛 ∈ ℕ, 𝑎𝑖 ∈ 𝑅, 𝑥𝑖 ∈ 𝐴
๝

dargestellt werden.

61 Definition: „Ringhomomorphismus“
Ein Ringhomomorphismus ist eine Abbildung 𝑓 von einem Ring (𝑅, +, ⋅) in einen zweiten

Ring (𝑆, ×, •) mit 𝑓(𝑥 ⋅ 𝑦) = 𝑓(𝑥) • 𝑓(𝑦) und 𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝑥) × 𝑓(𝑦). (Jeder Ringhomomorphis-
mus ist also auch ein Gruppenhomomorphismus) Ist 𝑅 unitär, so muss auch 𝑓(𝑅) unitär sein (𝑆
dagegen nicht unbedingt) und 𝑓(𝟏𝑅) ist ein Einselement in 𝑓(𝑅).

62 Lemma: Kern des Ringhomomorphismus
Ist 𝑓: 𝑅 → 𝑆 ein Ringhomomorphismus, so ist ker(𝑓) ⊂ 𝑅 ein zweiseitiges Ideal und ein

Unterring.

63 Definition: „Quotientengruppe“
Sei 𝐼 ein Ideal und eine Untergruppe von einem Ring 𝑅, dann ist die Quotientengruppe defi-

niert als

𝑅/𝐼: = { 𝑎 + 𝐼 | 𝑎 ∈ 𝑅 }

64 Satz: Quotientenringe
Falls 𝐼 ein zweiseitiges Ideal in 𝑅 ist, ist 𝑅/𝐼 ein Ring und die Projektion 𝜋: 𝑅 → 𝑅/𝐼, 𝑎 ↦

𝑎 + 𝐼 ein Ringhomomorphismus.

65 Lemma:
Ist 𝐼 ⊆ 𝑅 ein zweiseitiges Ideal und 𝜑: 𝑅 → 𝑆 ein Ringhomomorphismus mit 𝐼 ⊆ ker(𝜑).

Dann existiert ein eindeutiger Ringhomomorphismus 𝜑̃: 𝑅/𝐼 → 𝑆 mit 𝜑 = 𝜑̃ ∘ 𝜋.

66 Definition: „Primideal“
Ein Ideal 𝑝 ⊂ 𝑅 heißt Primideal genau dann, wenn

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅: 𝑎 ⋅ 𝑏 ∈ 𝑝 ⇒ 𝑎 ∈ 𝑝 ∨ 𝑏 ∈ 𝑝

67 Bemerkung: Verallgemeinerung
Der Begriff des Primideals ist eine Verallgemeinerung der Primzahlen, denn ein Hauptideal

𝑝ℤ ist genau dann ein Primideal, wenn 𝑝 = 0 oder prim ist. Die Idee der Teilbarkeit in ℤ entpricht
in Ringen dem Begriff der Inklusion von Idealen.
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68 Definition: „Nullteiler, nilpotent, Integritätsbereich“
Ein Element 𝑥 ∈ 𝑅 ⧵ {0} heißt Nullteiler, wenn es ein 𝑦 ≠ 0 gibt mit 𝑥 ⋅ 𝑦 = 0. Es heißt

nilpotent, wenn es ein 𝑛 ∈ ℕ ⧵ {0} gibt mit 𝑥𝑛 = 0. Ein unitärer Ring ohne Nullteiler heißt auch
Integritätsbereich.

69 Satz: Primideale und Integritätsbereiche
Ein Ideal 𝑝 ⊂ 𝑅 ist genau dann ein Primideal, wenn 𝑅/𝑝 ein Integritätsbereich ist.

70 Definition: „Einheit, Körper“
Ein Element eines unitären Ringes heißt Einheit, wenn es ein Inverses bezügliches der Ring-

multiplikation gibt.
Sind alle Elemente bis auf das Nullelement Einheiten, so heißt der Ring auch Körper.

71 Lemma: maximale Ideale
Ein Ideal in 𝑅 ist genau dann maximal, wenn es in keinem Ideal außer 𝑅 echt enthalten ist.
1. Ein Ring ist genau dann ein Körper, wenn er keine nicht-trivialen Ideale besitzt.

2. Ein Ideal 𝐼 ⊂ 𝑅 ist genau dann maximal, wenn 𝑅/𝐼 ein Körper ist.

2.2 kommutative, unitäre Ringe

72 Lemma: über maximale Ideale
Sei 𝑅 ein kommutativer unitärer Ring und 𝑚 ein echtes Ideal von 𝑅, dann sind die folgenden

Aussagen äquivalent:
1. 𝑚 ist ein maximales Ideal

2. ∀𝑎 ∈ 𝑅 ⧵ 𝑚: 𝑚 + (𝑎) = 𝑅

3. 𝑅/𝑚 ist ein Körper

Beweis (72)
1. ⇒ 2. Ist 𝑎 ∈ 𝑅, so ist 𝐼: = 𝑚 + (𝑎) = { 𝑥 + 𝑟𝑎 | 𝑥 ∈ 𝑚, 𝑟 ∈ 𝑅 } ein Ideal, dass 𝑚 enthält.

Wenn aber 𝑚 ein maximales Ideal ist, so muss 𝐼 = 𝑅 sein.

2. ⇒ 3. Es gilt

0̄ ≠ ̄𝑎 ∈ 𝑅/𝑚 ⇔ 𝑎 ∈ 𝑅 ⧵ 𝑚 ⇒ 𝑚 + (𝑎) = 𝑅
⇒ 𝟏 ∈ 𝑚 + (𝑎) ⇒ ∃𝑥 ∈ 𝑚, 𝜆 ∈ 𝑅: 𝟏 = 𝑥 + 𝜆𝑎
⇒ 𝟏̄ = 𝑥̄ + ̄𝜆 ̄𝑎 in 𝑅/𝑚
𝑥∈𝑚
===⇒ 𝟏̄ = ̄𝜆 ̄𝑎 invertierbar

Also ist 𝑅/𝑚 ein Körper.

3. ⇒ 1. Haben wir bereits in Lemma 71 gezeigt.
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2.2.1 Das Zornsche Lemma

73 Definition: „Ordnungsrelation“
Sei 𝑀 eine Menge. Eine Relation ≤ auf 𝑀 ist eine Teilmenge von 𝑀 × 𝑀 .

≤ heißt Ordnungsrelation, falls für alle 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑀 gilt:

Reflexivität 𝑥 ≤ 𝑥

Transitivität 𝑥 ≤ 𝑦 ∧ 𝑦 ≤ 𝑧 ⇒ 𝑥 ≤ 𝑧

Antisymmetrie 𝑥 ≤ 𝑦 ∧ 𝑦 ≤ 𝑥 ⇒ 𝑥 = 𝑦

Man bezeichnet dann (𝑀, ≤) als geordnete Menge. Gilt zusätzlich für jedes Paar 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 ent-
weder 𝑥 ≤ 𝑦 oder 𝑦 ≤ 𝑥, so heißt (𝑀, ≤) sogar total geordnet.

74 Definition: „Maximalität“
Ist ≤ eine Ordnungsrelation auf 𝑀 , so heißt ein Element 𝑚 ∈ 𝑀 genau dann maximal, wenn

für alle 𝑥 ∈ 𝑀 gilt 𝑚 ≤ 𝑥 ⇒ 𝑥 = 𝑚.

75 Definition: „obere Schranke“
Sei 𝑆 ⊆ 𝑀 , dann heißt ein Element 𝑚 ∈ 𝑀 obere Schranke von 𝑆 gdw. ∀𝑠 ∈ 𝑆: 𝑠 ≤ 𝑚 gilt.

76 Satz: Zornsches Lemma
Sei (𝑀, ≤) eine geordnete Menge in der jede totalgeordnete Teilmenge 𝑆 ⊆ 𝑀 eine obere

Schranke besitzt. Dann existiert in 𝑀 ein maximales Element.

77 Satz: Existenzsatz über maximale Ideale
Sei 𝑅 ein kommutativer Ring und 𝐼 ⊊ 𝑅 ein Ideal. Dann ist 𝐼 in einem maximalen Ideal

enthalten.

Beweis (77) Wir definieren

໏: = { Ideal 𝐽 | 𝐼 ⊆ 𝐽 ⊊ 𝑅 }

und wählen die Teilmengenbeziehung als Ordnung. Um nun das Zornsche Lemma anzuwenden,
müssen wir zeigen, dass jede totalgeordnete Teilmenge von ໏ eine obere Schranke hat.

Sei ඹ𝐽𝛼ය𝛼∈𝐴 die Familie der totalgeordneten Ideale in ໏. Dann setzen wir

𝐽: = ෑ
𝛼∈𝐴

𝐽𝛼 ⊆ 𝑅

Wie man bald sieht, ist 𝐽 ein Ideal in 𝑅. Sei 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐽 , dann ist oBdA 𝑥 ∈ 𝐽𝛼 und 𝑦 ∈ 𝐽𝛽
sowie 𝐽𝛼 ⊆ 𝐽𝛽 . Damit gilt aber auch 𝑥 ∈ 𝐽𝛽 , also 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝐽𝛽 ⊆ 𝐽 . Weiter gilt für 𝑥 ∈ 𝐽 ,
𝑥 ∈ 𝐽𝛼 ⇒ 𝑎𝑥 ∈ 𝐽𝛼 ⊆ 𝐽 . Somit ist 𝐽 eine obere Schranke für jede totalgeordnete Menge aus ໏.
Außerdem kann 𝐽 nicht gleich 𝑅 sein, da dann eine der Mengen 𝐽𝛼 die 𝟏 enthalten muss, was
nicht möglich ist, da alle 𝐽𝛼 nicht gleich 𝑅 sind.

Nach dem Lemma von Zorn gibt es also ein maximales Element in ໏. □
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78 Korollar:
Jedes nichtinvertiertbare Element in einem Ring ist in einem maximalen Ideal enthalten.

79 Definition: „lokaler Ring“
Ein kommutativer Ring 𝑅 mit nur einem maximalen Ideal 𝑚 ⊆ 𝑅 heißt lokaler Ring.

80 Bemerkung:
Körper sind lokale Ringe, denn das einzige maximale Ideal ist {0}.

81 Definition: „Menge der Einheiten“
Die Mengen der Einheiten eines Ringes 𝑅 bezeichnen wir als 𝑈(𝑅).

82 Lemma: Charakterisierung lokaler Ringe
Sei 𝑅 ein kommutativer Ring, so sind die folgenden Aussagen äquivalent:

1. 𝑅 ist ein lokaler Ring

2. Falls 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 mit 𝑎 + 𝑏 = 𝟏 so ist 𝑎 ∈ 𝑈(𝑅) ∨ 𝑏 ∈ 𝑈(𝑅).

3. 𝑅 ⧵ 𝑈(𝑅) ist ein Ideal (das maximale Ideal)

2.3 Lokalisierung

Im folgenden wollen wir aus einer Teilmenge 𝑆 ⊆ 𝑅 eines Ringes 𝑅 den Ring der Quotienten
𝑆−1𝑅 = ඹ 𝑎

𝑠 : 𝑎 ∈ 𝑅, 𝑠 ∈ 𝑆ය konstruieren. An dieser Stelle ist jedoch noch offen, was 𝑎
𝑠 bedeuten

soll.

83 Definition: „multiplikative Teilmenge“
Eine Teilmenge 𝑆 ⊆ 𝑅 heißt multiplikativ, wenn folgendes erfüllt ist:

1. 0 ∉ 𝑆, 𝟏 ∈ 𝑆

2. ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆: 𝑎 ⋅ 𝑏 ∈ 𝑆

Beispiele

1. 𝑆 = {𝟏}

2. 𝑎 ∈ 𝑆 beliebig: 𝑆 = { 𝑎𝑛 | 𝑛 ≥ 0 }

3. 𝑆 = 𝑈(𝑅)

4. 𝑅 ⧵ 𝑝 wobei 𝑝 ein Primideal ist.
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Auf der Menge 𝑅 × 𝑆 betrachten wir die folgende Äquivalenzrelation:

(𝑎, 𝑠) ∼ (𝑏, 𝑡): ⇔ ∃𝑥 ∈ 𝑆: 𝑥(𝑎𝑡 − 𝑏𝑠) = 0
Einzig interessant ist hier die Transitivität:

𝑥(𝑎𝑡 − 𝑏𝑠) = 0 ∧ 𝑦(𝑏𝑢 − 𝑐𝑡) = 0
⇔ 𝑥𝑎𝑡 = 𝑥𝑏𝑠 ∧ 𝑦𝑏𝑢 = 𝑦𝑐𝑡
⇒ 𝑥𝑦𝑎𝑡𝑢 = 𝑥𝑦𝑏𝑠𝑢 ∧ 𝑥𝑦𝑏𝑠𝑢 = 𝑥𝑦𝑐𝑠𝑡
⇒ (𝑥𝑦𝑡)(𝑎𝑢) = (𝑥𝑦𝑡)(𝑐𝑠) ⇒ 𝑥𝑦𝑡(𝑎𝑢 − 𝑐𝑠) = 0
𝑥𝑦𝑡∈𝑆
====⇒ (𝑎, 𝑠) ∼ (𝑐, 𝑢)

Nun bezeichnen wir mit 𝑎
𝑠 die Äquivalenzklasse von (𝑎, 𝑠). Das heißt

𝑎
𝑠 = 𝑏

𝑡 ⇔ ∃𝑥 ∈ 𝑆: 𝑥(𝑎𝑡 − 𝑏𝑠) = 0

Damit wird die obige Definition von 𝑆−1𝑅 ergänzt.

84 Lemma:
𝑆−1𝑅 ist ein Ring mit den folgenden Operationen:

𝑎
𝑠 + 𝑏

𝑡 : = 𝑎𝑡 + 𝑏𝑠
𝑠𝑡

𝑎
𝑠 ⋅ 𝑏

𝑡 : = 𝑎𝑏
𝑠𝑡

Es ist offensichtlich, dass diese Operationen wohldefiniert sind und wirklich einen Ring bilden.
Die Projektion 𝑖𝑆 :𝑅 → 𝑆−1𝑅, 𝑖𝑆(𝑎) ↦ 𝑎

1 ist nun ein Ringhomomorphismus. Weiter gilt
dann 𝑖𝑆(𝑆) ⊆ 𝑈(𝑆−1𝑅). Für einen Integritätsbereich 𝑅 ist 𝑖𝑆 außerdem immer injektiv.

85 Lemma: Universelle Eigenschaft der Lokalisierung
Ist 𝑆 ⊆ 𝑅 eine multiplikative Teilmenge und 𝜑: 𝑅 → 𝑅າ ein Ringhomomorphismus mit

𝜑(𝑆) ⊆ 𝑈(𝑅າ). Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Homomorphismus 𝜑າ: 𝑆−1𝑅 → 𝑅າ

mit 𝜑າ ∘ 𝑖𝑆 = 𝜑.

𝑅 𝑖𝑆 //

𝜑

��@
@@

@@
@@

@ 𝑆−1𝑅

𝜑ູ
||yy
yy
yy
yy
y

𝑅າ

Beispiele

1. Ist 𝑅 ein Integritätsbereich, so ist 𝑆 = 𝑅 ⧵ {0} die maximale multiplikative Menge und
𝑆−1𝑅 =: 𝑄(𝑅) ist der Quotientenkörper von 𝑅. Insbesondere bei 𝑅 = ℤ ist 𝑄(ℤ) = ℚ.

2. Ist 𝑝 ⊆ 𝑅 ein Primideal, so ist bekanntlich 𝑆: = 𝑅 ⧵ 𝑝 eine multiplikative Menge. Wir
bezeichnen dann 𝑆−1𝑅 mit 𝑅𝑝 den lokalisierten Ring.
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2.4 Hauptideale und faktorielle Ringe

Im folgenden betrachten wir immer 𝑅 als Integritätsbereich.

86 Definition: „Teilbarkeit“
Seien 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, dann sagen wir 𝑎 teilt 𝑏 (𝑎 හ 𝑏) und 𝑎 ist ein Teiler von 𝑏, wenn es ein 𝑟 ∈ 𝑅

gibt mit 𝑏 = 𝑟𝑎.

87 Lemma: Eigenschaften der Teilbarkeit
Für 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 gilt:
1. 𝑎 හ 𝑏 ⇔ (𝑏) ⊆ (𝑎) ⇔ 𝑅𝑏 ⊆ 𝑅𝑎

2. 𝑎 හ 𝑎, 𝑎 හ 𝑏 ∧ 𝑏 හ 𝑐 ⇒ 𝑎 හ 𝑐

3. 𝑎 හ 𝑏 ∧ 𝑏 හ 𝑎 ⇔ ∃𝑟 ∈ 𝑈(𝑅): 𝑏 = 𝑟𝑎

88 Definition: „Assoziation“
Nun können wir also eine Relation definieren:

𝑎 ∼ 𝑏: ⇔ 𝑅𝑎 = 𝑅𝑏 ⇔ 𝑏 = 𝜆𝑎, 𝜆 ∈ 𝑈(𝑅)
Wir sagen 𝑎 und 𝑏 sind assoziiert.

89 Definition: „größter gemeinsamer Teiler“
Seien 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 ⧵ {0}, dann heißt ein 𝑑 ∈ 𝑅 mit 𝑑 හ 𝑎 ∧ 𝑑 හ 𝑏 heißt gemeinsamer Teiler von 𝑎

und 𝑏. 𝑑 ist der größter gemeinsamer Teiler, wenn alle gemeinsamen Teiler von 𝑎 und 𝑏 auch 𝑑
teilen. (Bezeichnung 𝑑 = ggT(𝑎, 𝑏) bzw. 𝑑 = 𝑔𝑐𝑑(𝑎, 𝑏).) Zwar ist der größte gemeinsame Teiler
nicht eindeutig bestimmt, jedoch sind alle größten gemeinsamen Teiler von 𝑎 und 𝑏 assoziiert.

90 Definition: „kleinstes gemeinsames Vielfaches“
Seien 𝑎, 𝑏 wiederum aus 𝑅 ⧵ {0}. Jetzt heißt 𝑚 ∈ 𝑅 ein gemeinsames Vielfaches von 𝑎 und 𝑏,

wenn 𝑎 හ 𝑚 ∧ 𝑏 හ 𝑚. Teilt 𝑚 alle gemeinsamen Vielfachen von 𝑎 und 𝑏, so heißt es ein kleinstes
gemeinsames Vielfaches. (Wir schreiben 𝑚 = kgV(𝑎, 𝑏) bzw. 𝑚 = 𝑙𝑐𝑚(𝑎, 𝑏).) Mehrere kleinsten
gemeinsamen Vielfachen von 𝑎 und 𝑏 sind wiederum assoziiert.

91 Satz: Charakterisierung von Ringen mit ggT und kgV
Sei 𝑅 ein Integritätsbereich, so sind die folgenden Aussagen äquivalent:
1. ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 ⧵ {0} ∃𝑠: ggT(𝑎, 𝑏) ∈ 𝑅

2. ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 ⧵ {0} ∃𝑠: kgV(𝑎, 𝑏) ∈ 𝑅

3. ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅: 𝑅𝑎 ∩ 𝑅𝑏 = 𝑅 kgV(𝑎, 𝑏)

4. ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅: 𝑅𝑎 + 𝑅𝑏 = 𝑅 ggT(𝑎, 𝑏)
Sind diese 4 Bedingungen erfüllt, so gilt außerdem:

𝑎𝑏 = ggT(𝑎, 𝑏) kgV(𝑎, 𝑏)
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92 Definition: „Hauptidealring“
Ein Ring in dem alle Ideale auch Hauptideale sind, heißt Hauptidealring.

93 Definition: „Primelement“
Ein Element 𝑝 ∈ 𝑅 heißt Primelement, wenn 𝑝 ≠ 0 und 𝑝 ∉ 𝑈(𝑅) sowie ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅: 𝑝 හ 𝑎𝑏 ⇒

𝑝 හ 𝑎 ∨ 𝑝 හ 𝑏.

94 Bemerkung: Primideal
𝑝 ∈ 𝑅 ⧵ 𝑈(𝑅), 𝑝 ≠ 0 ist genau dann ein Primelement, wenn 𝑝𝑅 ein Primideal ist.

95 Definition: „Irredizibilität“
Ein Element 𝑎 ∈ 𝑅 ⧵ 𝑈(𝑅), 𝑎 ≠ 0 heißt irreduzibel, wenn 𝑎 = 𝑏𝑐 ⇒ 𝑏 ∈ 𝑈(𝑅) ∨ 𝑐 ∈ 𝑈(𝑅).

96 Satz:
Sei 𝑅 ein Integritätsbereich, sodass es für alle 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 ein ggT(𝑎, 𝑏) ∈ 𝑅 existiert. Dann ist

jedes irreduzible Element in 𝑅 auch ein Primelement. (Das heißt die beiden Begriffe sind dort
gleich.)

Beweis (96) Sei 𝑞 ∈ 𝑅 irreduzibel. Wir müssen zeigen, dass 𝑞 immer prim ist.
Seien nun 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 mit 𝑞 හ 𝑎𝑏 und 𝑑: = ggT(𝑞, 𝑎). Dann wird 𝑞 von 𝑑 geteilt und 𝑞 ist irredu-

zibel, also ist entweder 𝑑 ∼ 1 oder 𝑑 ∼ 𝑞.

• 1.Fall: 𝑑 ∼ 1
Dann ist 𝑏 = ggT(𝑞𝑏, 𝑎𝑏), also wegen 𝑞 හ 𝑞𝑏 ∧ 𝑞 හ 𝑎𝑏: 𝑞 හ 𝑏.

• 2.Fall: 𝑑 ∼ 𝑞
Das heißt ggT(𝑞, 𝑎) = 𝑞 also 𝑞 හ 𝑎.

Beispiel Ein Ring, wo diese Eigenschaft nicht gilt, ist 𝑅 = ℤ ෺𝑖√5෻ = ෽ 𝑎 + 𝑖𝑏√5 จ 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ ෾.

Die Abbildung 𝜑: 𝑅 → ℤ, 𝑎 + 𝑖𝑏√5 ↦ 𝑎2 + 5𝑏2 ist zwar kein Ringhomomorphismus, jedoch
multiplikativ (𝜑(𝑧1𝑧2) = 𝜑(𝑧1)𝜑(𝑧2)). Demnach sind die Einheiten die Elemente 𝑧 mit 𝜑(𝑧) = 1
gerade die Einheiten von 𝑅: {1, −1}. In 𝑅 gilt dann

6 = 2 ⋅ 3 = ෷1 + 𝑖√5෸ ෷1 − 𝑖√5෸

Das heißt 3 ist zwar irreduzibel, jedoch nicht prim.

2.4.1 Faktorielle Ringe

97 Definition: „faktorieller Ring“
Ein Integritätsbereich 𝑅 heißt faktorieller Ring, wenn jedes 𝑎 ∈ 𝑅 ⧵ {0}, 𝑎 ∉ 𝑈(𝑅) in ein

Produkt von Primelementen zerlegt werden kann.
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98 Lemma: Eindeutigkeit von Primfaktorzerlegungen
Sei 𝑅 ein Integritätsbereich und ∏𝑛

𝑖=1 𝑝𝑖 = ∏𝑚
𝑖=1 𝑞𝑖 mit Primelementen 𝑝𝑖 und irreduziblen

Elemente 𝑞𝑖, dann ist bis auf Permutation 𝑝𝑖 ∼ 𝑞𝑖.

Beweis (98) induktiv über 𝑛.

99 Lemma: Projektion von Primfaktorzerlegungen
Sei 𝑅 ein Integritätsbereich und 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅. Falls 𝑎𝑏 als Produkt von Primelementen dargestellt

werden kann, dann sind sowohl 𝑎 als auch 𝑏 bis auf Assoziation in Primelemente zerlegbar.

100 Satz: Faktoriellitätskriterien
Sei 𝑅 ein Integritätsbereich, dann sind folgende Aussagen äquivalent:

1. 𝑅 ist faktoriell.

2. Alle 𝑎 ∈ 𝑅 ⧵ {0} ⧵ 𝑈(𝑅) lassen sich in irreduzible Elemente zerlegen und alle irreduziblen
Elemente sind prim.

3. Alle 𝑎 ∈ 𝑅⧵{0}⧵𝑈(𝑅) lassen sich in irreduzible Elemente zerlegen und es existiert immer
ein größter gemeinsamer Teiler.

Beweis (100) Die Äquivalenz 1. ⇔ 2. ist trivial (denn in faktoriellen Ringen lassen sich insbe-
sondere die irreduziblen Elemente in Primfaktoren zerlegen). 3. ⇒ 1. ist gerade 96. 1. ⇒ 3. folgt
über die intuitive Konstruktion des ggT aus der Primfaktorzerlegung. □

2.4.2 Euklidische Ringe

101 Definition: „euklidische Norm, euklidischer Ring“
Sei 𝑅 ein Integritätsbereich, dann heißt eine Funktion 𝜈: 𝑅 ⧵ {0} → ℕ heißt euklidische Norm

auf 𝑅, wenn es für alle 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, 𝑏 ≠ 0 Elemente 𝑞, 𝑟 ∈ 𝑅 gibt mit

𝑎 = 𝑏𝑞 + 𝑟 ∧ (𝑟 = 0 ∨ 𝜈(𝑟) < 𝜈(𝑏))

Gibt es eine solche euklidische Norm, so nennen wir 𝑅 einen euklidischen Ring.

Beispiel: die Gaußschen Zahlen In den Gaußschen Zahlen ℤ [𝑖] ist das Quadrat der komple-
xen Norm 𝜈: 𝜈(𝑎 + 𝑖𝑏): = 𝑎2 + 𝑏2 eine euklidische Norm. Dazu betrachten wir zu 𝛼, 𝛽 ∈ ℤ [𝑖],
𝛽 ≠ 0 den Quotienten 𝛼

𝛽 in ℂ. Dieser liegt in einem verschobenen Einheitsquadrat der Gaußschen
Zahlenebene. Dann wählen wir die Ecke 𝛾 ∈ ℤ [𝑖] die 𝛼

𝛽 am nächsten liegt und erhalten damit
| 𝛼

𝛽 − 𝛾| ≤ 1
√2

. Also 𝜈(𝛼 − 𝛽𝛾) ≤ 𝜈(𝛽)
2 < 𝜈(𝛽) — ℤ [𝑖] ist euklidisch.

102 Satz: Kettenkriterium für faktorielle Ringe
𝑅 ist ein Integritätsbereich. Dann ist 𝑅 genau dann faktoriell, wenn
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1. ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅∃𝑐 ∈ 𝑅: 𝑅𝑎 ∩ 𝑅𝑏 = 𝑅𝑐 (d.h. es existiert immer ein größter gemeinsamer Teiler)
und

2. jede Kette von Hauptidealen in 𝑅 abbrechen muss: für 𝑎𝑖 ∈ 𝑅 mit 𝑅𝑎𝑖 ⊆ 𝑅𝑎𝑖+1 gibt es ein
𝑁 sodass 𝑅𝑎𝑛+𝑘 = 𝑅𝑎𝑛 für 𝑘 ∈ ℕ.

Beweis (102) Die Hinrichtung haben wir für den ersten Punkt bereits in 100 gezeigt. Außerdem
bedeutet 𝑅𝑎1 ⊆ 𝑅𝑎𝑖 gerade 𝑎𝑖 හ 𝑎1. Jedoch kann 𝑎1 in einem faktoriellen Ring nur endlich viele
Primfaktoren haben und damit sind die 𝑎𝑖 für 𝑖 größer einem gewissen 𝑛 alle assoziiert.

Für die Rückrichtung genügt es wiederum wegen 100 zu zeigen, dass es eine Zerlegung in
irreduzible Faktoren gibt. Wir führen diesen Beweis indirekt:

Angenommen es existiert ein 𝑎 ∈ 𝑅, 𝑎 ≠ 0, 𝑎 ∉ 𝑈(𝑅) welches sich nicht in irreduzible Ele-
mente zerlegen lässt und sei 𝑋 die Menge aller solcher Elemente. Dann kann 𝑎 insbesondere
nicht irreduzibel sein: 𝑎 = 𝑎1𝑏1, 𝑎1, 𝑏1 ∉ 𝑈(𝑅), 𝑎1, 𝑏1 ≠ 0 mit 𝑎1 ∈ 𝑋 oBdA. Induktiv erhal-
ten wir somit eine nicht abbrechende, steigende Kette von Hauptidealen mit 𝑅𝑎𝑖 ⊊ 𝑅𝑎𝑖+1 im
Widerspruch zur Voraussetzung. Die Annahme ist also falsch, 𝑅 ist faktoriell. □

103 Korollar:
Ein Hauptidealring ist faktoriell.

Beweis (103) Wir zeigen die Behauptung über 102. Punkt 1 ist klar. Ist 𝑅𝑎1 ⊆ ⋯ ⊆ 𝑅𝑎𝑛 ⊆
⋯ ⊆ 𝑅 eine Kette von Hauptidealen, dann ist 𝐼: = ⋃∞

𝑛=1 𝑅𝑎𝑛 ein Ideal in 𝑅. Also existiert ein
𝑎 ∈ 𝑅 mit 𝐼 = 𝑅𝑎. □

104 Satz:
Sei 𝑅 ein euklidischer Ring, dann ist 𝑅 ein Hauptidealring (d.h. insbesondere faktoriell).

Beweis (104) Sei (0) ≠ 𝐼 ⊆ 𝑅 ein Ideal und 𝜈: 𝑅∗ → ℕ die euklidische Norm. Dann ist

𝑁𝐼 : = { 𝜈(𝑎) | 𝑎 ∈ 𝐼 ⧵ {0} } ⊆ ℕ

also gibt es ein 𝑎0 ∈ 𝐼⧵{0} dass 𝑁𝐼 nach unten beschränkt. Damit können wir durch 𝑎0 mit Rest
teilen:

∀𝑥 ∈ 𝐼∃𝑞, 𝑟 ∈ 𝑅: 𝑥 = 𝑞𝑎0 + 𝑟 𝑟 = 0 ∨ 𝜈(𝑟) < 𝜈(𝑎0)

Dabei ist aber nur 𝑟 = 0 möglich, das heißt 𝑎0 හ 𝑥 und somit 𝑅𝑎0 = 𝐼 .

2.5 Polynomringe

In diesem Abschnitt betrachten wir immer unitäre, kommutative Ringe.

105 Definition: „Träger“
Für eine Funktion 𝑓: 𝑋 → 𝑅 ist der Träger

supp(𝑓): = { 𝑥 ∈ 𝑋 | 𝑓(𝑥) ≠ 0 }
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Jetzt definieren wir

𝛤(ℕ, 𝑅): = { 𝑓: ℕ → 𝑅 | |supp(𝑓)| < ∞ }

in 𝛤(ℕ, 𝑅) können wir dann kanonisch Addition von Funktionen und Multiplikation mit einem
Ringelement definieren. Außerdem definieren wir folgende kommutative Multiplikation:

(𝑓 × 𝑔)(𝑛): = ්
𝑖+𝑗=𝑛

𝑓(𝑖)𝑔(𝑗)

Dann ist, wenn wir die Funktionen in 𝛤 als Tupel darstellen:

𝑋: = (0, 1, 0, ⋯)

⇒ 𝑋𝑖 =
⎛
⎜
⎜
⎝
0, ⋯ , 0๵

𝑖-mal

, 1, 0 ⋯
⎞
⎟
⎟
⎠

⇒ ඳ𝑎0, 𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑛, 0, ⋯ප = 𝑎0 + 𝑎1𝑋 + 𝑎2𝑋2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑋𝑛

Damit definieren wir:

𝑅 [𝑋] : = 𝛤(ℕ, 𝑅)
grad(𝑓): = max ඹ 𝑛 ∈ 𝑁 හ 𝑎𝑛 ≠ 0 ය ∧ grad(0) = −∞

und es gilt

grad(𝑓𝑔) ≤ 𝑔𝑟𝑎𝑑(𝑓) + 𝑔𝑟𝑎𝑑(𝑔)

wobei die Gleichheit nur in Integritätsbereichen allgemein gegeben ist, denn zum Beispiel in ℤ4
ist 2 = grad(2̄𝑋2) = grad((1̄ + 2̄𝑋)(2̄𝑋2)) < grad(1̄ + 2̄𝑋) + grad(2̄𝑋2) = 3.

106 Definition: „Polynome in mehreren Variablen“
Die Polynome 𝑅 බ𝑋1භ බ𝑋2භ ⋯ බ𝑋𝑛භ der Form ℕ → (ℕ → ⋯ 𝑅) stellen wir dar als Abbildungen

𝑓: ℕ𝑛 → 𝑅 und schreiben 𝑅 බ𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛භ.

107 Bemerkung: Polynomfunktion
Zu einem Polynom 𝑓 ∈ 𝑅 [𝑋] ist ̄𝑓 : 𝑅 → 𝑅 die Funktion definiert als

̄𝑓 (𝑎): = 𝑎0 + 𝑎1𝑎 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑎𝑛

Dabei ist zu beachten, dass verschiedene Polynome die gleiche Funktion beschreiben können.
(z.B. 𝑋𝑝 und 𝑋 in ℤ𝑝 [𝑋])

108 Satz:
Sei 𝐾 ein kommutativer Körper, dann ist 𝐾 [𝑋] ein euklidischer Ring mit grad als Norm.

Beweis (108) Die Division mit Rest in solchen Polynomringen kann mit Polynomdivision durch-
geführt werden.
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